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Eine stationire zylindersymmetrische Losung der Plasmagleichungen
im eigenleitenden Halbleiter mit gleichen Beweglichkeiten der Ladungstriger

P.H. Hanper *, R.S.Iacomr ** und M. Naumescu **

(Z. Naturforsch. 23 a, 482—485 [1968] ; eingegangen am 4. Marz 1968)

Die Verteilung der Ladungstriger iiber den Querschnitt eines in bezug auf Elektronen und
Locher symmetrisch angenommenen, stromdurchflossenen Halbleiterdrahtes wird analytisch berech-
net. Zugleich lassen sich Magnetfeld und Temperatur analytisch und graphisch ausdriicken. Dabei
wurden die Rekombination der Ladungstriger, das eigene Magnetfeld des Stromes sowie die
Wirmeleitung mit in Betracht gezogen. Die hier erzielte Naherung ist gerade im Fall groler Re-
kombinationsgeschwindigkeit und hoher Beweglichkeiten anwendbar, in dem andere analytische
Losungsmethoden nicht den Voraussetzungen entsprechen. Man bemerkt einen Anstieg der Trager-
konzentration an der Zylinderachse, dem aber die Rekombination ddmpfend entgegenwirkt.

Die Grundgleichungen des Ladungstriger-Plasmas
eines eigenleitenden Halbleiters sind weitgehend den
bei Gasentladungen malgebenden Plasmagleichun-
gen analog. Physikalisch unterscheiden sich die bei-
den Systeme durch die beim Halbleiterplasma zu-
sitzlich vorhandene Wechselwirkung mit dem Kri-
stallgitter. Diese Wechselwirkung enthalt einerseits
die Elektron-Phonon-Streuung, andererseits die Er-
zeugung und Rekombination der Ladungstrager.
Die Anwesenheit des Gitters duflert sich zusitzlich
durch den Energiestrom der Phononen, der durch
den Koeffizienten % der Warmeleifdhigkeit des Git-
ters beschrieben wird. Die Wechselwirkung mit den
Phononen beriicksichtigen wir, indem wir eine Rei-
bungskonstante » fiir die Reibung der Ladungstra-
ger am Gitter einfithren. Beweglichkeit und Diffu-
sionskoeffizient sind dann durch die Beziehungen

u=efv, D=kT/y
ausgedriickt und geniigen der Einstein-Beziehung
w=eDJET.

Bezeichnen wir mit n, p, Py, Py, Ty, Ty, ¥y, Uy
Konzentration, Druck, Temperatur und Driftgeschwin-
digkeit der Elektronen und Léocher, so konnen wir
die Kontinuitatsgleichungen (1), (2), die Diffusions-
gleichungen (3), (4), die Gleichung von Ampére (5),
die Gleichungen des adiabatischen Transportes von
Plasmaelementen (6), (7) sowie die Warmegleichung
im Gitter (8) wie folgt ausschreiben:

T V(v = —gln—n) +S. (1)

%’} +V(pvy) =—e(p—py +5, (2)

* Institut Max von Laue—Paul Langevin, Auflenstelle Gar-
ching bei Miinchen, Reaktorgeldnde.
** Institut fiir Bauwesen, Bukarest, Bul. Lacul Tei.

vnvn=—en(E+~v—cn—><B)—an, (3)

YpUp= ep(E+ f;’-XB)—VPD, (4)

4
VxB=""e(pv,—nv,), (5)
dPn _ y Py dTn
dt y—1 Ty dt °’ (6)
dPp _ y  Pp dTp
dt  y—1 Tp dt’ (7)
(pvp—nv,) eE+2\/?T=0. (8)

Hier bedeuten n, und p, die Gleichgewichtskonzen-
trationen der Elektronen und Locher, ¥ den Adiaba-
tenkoeffizienten oder einen ihm naheliegenden poly-
tropischen Koeffizienten, E das angelegte elektrische
Feld, B das eigene Magnetfeld des Stromes, T die
Gittertemperatur und S ein Quellglied an der Halb-
leiteroberfliche. In der Energiebilanzgleichung (8)
wurde die Erzeugungs- und Rekombinationswérme
vernachlissigt, die wenig beitrdgt und leicht mit in
Betracht gezogen werden kann. Sie wiirde nur ein
einfaches Zusatzglied in Gl. (35) liefern.

In vorliegender Arbeit wollen wir dieses System
im Fall eines unendlich langen Halbleiterzylinders
mit kreisformigem Querschnitt vom Radius R (Halb-
leiterdraht) im stationdren Fall mit gegebener Ober-
flachentemperatur T (R) 16sen.

Eine Lésung, die analog zu der von THONEMANN
und Cownic! fiir das Gasentladungsplasma aufge-
stellten Formel ist, wurde schon in einer fritheren
Arbeit gefunden 2. Diese Losung berticksichtigte aber

1 P. Tuosxeman u. W. Cownic, Proc. Phys. Soc. London B 64,
345 [1951].
2 P. H. Haxper, Rev. Roumaine Physique 7, 407 [1962].
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weder die radiale Anderung der Temperatur noch
die Rekombination der Ladungstrigerpaare in den
Gln. (1) und (2). Sie wurde iibrigens unter der
vereinfachenden Annahme eines isothermen radialen
Transports an Stelle der Gln. (6) und (7) abgelei-
tet. Auflerdem ist noch eine Lésung von BoER, JAHNE
und NeBauver 3 fiir den thermischen Durchschlag be-
kannt, in der jedoch weder das eigene Magnetfeld
noch die Rekombination in Betracht gezogen wer-
den, sowie eine numerische Losung von GLicksmaN .
Andere analytische Losungen der Plasmagleichungen
in stationdrem Betrieb sind uns nicht bekannt und
wir versuchen nun, fiir den eigenleitenden Halbleiter
eine Losung aufzustellen, die gerade in jenen Fillen
gut anwendbar sein soll, in den die anderen auf
Schwierigkeiten treffen.

Da Eigenleitung und gleiche Beweglichkeiten vor-
ausgesetzt sind, herrscht vollige Symmetrie zwischen
den beiden Ladungstrigertypen und somit ist

p=n, pp=ny, PD=PD=%P’ szTnzT- (9)

Dabei ist P der Gesamtdruck und T wurde der
Plasmatemperatur gleichgesetzt. Mit den Bezeich-

nungen
v,=1% (W, +0y), (10)

erhalten wir aus den Gln. (1) bis (7) im stationa-
ren Betrieb die Gleichungen

V(nv,)=-o(n—ny) —h(n—ny) é(r—R), (11)

V_=0,-0,

2vnv, =~ nv_xB-VP, (12)
ynv_—2en(E+v,/cxB), (13)
VxB="Tenv_, (14)
vnvp=%knvnv7‘, (15)
vpvp=y—2_7Tknv,,vT, (16)

worin A>0 ein Oberflichen-Rekombinationskoeffi-
zient ist und 6 (z) die 6-Funktion bedeutet.
Aus Gl. (15) und (16) folgt durch Addition:
2

v,VP= y—_lfknmvfr. (17)
In Zylinderkoordinaten r, ¢, z erhalt das System
(11) bis (17) und (8) die Form:

1

d
— g (rnvey)

(18)
= —0(n—ng) —h(n—ng) (r—R),
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dP
2vnv+,=—»%nv_23w—§r’, (19)
vv_,=2ek, (20)
d 4

r<- (rB,) = :’ nv_,, (21)

e _ 2y , dT
dar y—1 kn dr’ (22)
env_,E+ %%(r%—f)=0 (23)

Dabei liegt das angelegte elektrische Feld in Rich-
tung der z-Achse. Aus Gl. (11) und (12) folgt, daB
v, klein ist und da8 seine einzige von Null verschie-
dene Komponente v,, nur wegen der Rekombina-
tion iberschiissiger Ladungstrigerpaare im zentra-
len Gebiet des Zylinders erscheint. Die Lorentz-
Kraft [das erste Glied rechts in Gl. (12)] treibt
nimlich die in den peripherischen Gegenden erzeug-
ten Ladungstrager beider Vorzeichen radial ins Zen-
trum, wo sie rekombinieren. Da v, , klein ist, wird
der von ihm in Gl. (13) verursachte Hall-Effekt
(letztes Glied rechts) vernachldssigt. Jedenfalls hat
laut Gl. (13) v_ sowie die elektrische Stromdichte
die Richtung der z-Achse. Die Identifizierung der
Gittertemperatur 7' mit der Plasmatemperatur ist im
Fall schwacher stationidrer Strombelastungen oder
kleiner elektrischer Felder E gerechtfertigt. Die Ab-
leitung von Gl. (22) aus Gl. (17) setzt iibrigens das
Vorhandensein eines radialen Teilchenstroms (was
nur fiir o 30 moglich ist) voraus, da andernfalls
die Kiirzung durch v, , nicht mehr erlaubt ist. Diese
Bedingungen — von Null verschiedene Volumen-
rekombinationsgeschwindigkeit und schwache elek-
trische Felder — kennzeichnen die hier erstrebte Na-
herung als diametral der in 2 durchgefiihrten ent-
gegengesetzt.

Eliminieren wir die Geschwindigkeiten v, und
v_,, so erhalten wir das System:

SR I P
roar [T et ot 2 & (24)
=0(n—ng) +h(n—ng) (r—R),
2 e? % d dT
= ;*717(' &) -o. (25}
1 d 8xme
TF(’.BQJ): 75‘*En, (26)
P _ 2y , 4T
P (27)

3 K. W. Béer, E. Janne u. E. Nesaver, Phys. Status Solidi 1,
231 [1961].
4 M. Guicksman, Jap. J. Appl. Phys. 3, 354 [1964].
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Die eckige Klammer aus Gl. (24) stellt die Strom-
dichte der Elektron-Loch-Paare mit umgekehrtem
Vorzeichen dar. Integrieren wir einmal Gl. (24) un-
ter Beniitzung der Stufenfunktion @(z) (=0 fiir
<0 und =1 fir 2>0), so folgt mit Hilfe von
Gl (26):

eEE 1 dP

e Pt 9y 4 (28)
R

= o By— 2 r+h - [n(R) —nel O(r—R).

Die Integrationskonstante entspricht der radialen
Stromdichte der Ladungstridgerpaare an der Zylin-
derachse und wurde somit hier gleich Null gesetzt.
Bei r=R+0 im Kiihlmedium ist die Stromdichte
Null:
v
o i By(R) — £2 R+h[n(R) —ng] =0. (29)
Integrieren wir dhnlicherweise Gl. (25) mit (26)
unter Nullsetzung der radialen Gitter-Warmestrom-
dichte bei r =0, so folgt:
ar _ _ cE
dr — T 4mx "0
Aus den Gln. (28), (26) und (27) ergibt sich
dann (beir<R):

(30)

1 By d ever
8av r dr (rB,) - 8ne’EB°’ (31)
¥y ke 1 d ar _ _ ener
YA TadE ¢ (rBy) 4y == "% -
Beachten wir auch Gl. (30), so folgt:
e B, d By
g » & ot o (32)
__r ke By d __A=en
y—1 davox r® dr (rB,) = - cv
Mit den Bezeichnungen
By —u, 2hf =¢, (33)
2E*[ & cky _ dme*n,
vo lve 4.7:7:(7—1)J=a’ cv =b, (34)
erhalt man aus Gl. (32) schlief8lich:
au:uf=—au2+u—b. (35)

Aus (33) ersieht man, daB u positiv ist, unab-
héngig vom Vorzeichen des Feldes E. Da die axiale
elektrische Stromdichte bei r=0 (§= — ) be-
grenzt sein soll, folgt in der unmittelbaren Néhe der
Achse B,~r und somit strebt u fiir r— 0 einen
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begrenzten Wert u; &0 an, wobei du/dr ebenfalls
begrenzt ist. Folglich ist bei r=0:

du | _r du!

0 (oo 2 dr reo O (36)
und damit folgt aus (35), dal u; eine Wurzel des
Trynoms T (u) = —au®?+u—>b ist. Wenn r von

Null ausgehend wichst, wird sich » im durch das
Vorzeichen von du/dé gegebenen Sinne verindern,
wobei du/dé selbst aus Gl. (35) bestimmt ist. Dar-
aus ist ersichtlich, da3 man eine Losung u(£) nur
fir >0 erhalten kann, wobei u, die kleinere von
den beiden (positiven) Wurzeln des Trynoms T (u)
ist (siehe Abb. 1). Der Fall a>0 ist gerade der in

Tt ——
4=7-ab

1//0A:
|
g 4! { ‘/\ J

Y, g:—oe
/:’0 ,
-6

g

Abb. 1. Die physikalischen u-Werte befinden sich auf der u-
Achse nur zwischen u, und u(0). Dabei entspricht u, der Zy-
linderachse und u (0) der Oberflache.

Abb. 1 zugrunde gelegte. Laut Gl. (34) setzt dieser
Fall grofle Beweglichkeiten (kleine »-Werte) voraus.
Die Wurzel u, ist:

u;=(1-VY1-4ab)/2a. (37)

Bezeichnen wir mit E; das kritische angelegte
Feld, fiir das die Beziehung

4dab=1 (38)

gilt. Nur fiir |E|<E; sind die Wurzeln real und
unsere Methode anwendbar. Im eigenleitenden Ger-
manium® erhélt man mit % =5,86-107 erg/cm s grd,
0=500s"1 und »=5,62-10716 erg s/cm? einen po-
sitiven a-Wert und Ej;=1000 V/cm. Der Wert von
Ej wichst proportional mit dem Rekombinations-
koeffizienten g. Ist die Volumrekombination schwach,
so ist der radiale Strom der Elektron-Loch-Paare
klein und die Adiabatengleichung (22) kann nur im
Falle sehr kleiner Felder angewendet werden. Im
umgekehrten Fall konnen wir den radialen Trans-
port isotherm annehmen und die Ergebnisse aus 2
anwenden.

5 Ein fiir die Anwendbarkeit dieser Methode ideales Halblei-
termodell sollte z. B. %=5,86-10° erg/cm s grd, 0=500 s—*
und »=5,62-10"1 erg s/cm® aufweisen und nihert sich
dem InSh-Fall.
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Aus Gl. (29) folgt mit (33) und (34):
2h d ¥
u—b+ —Q—R[u+E’§ —b] =0 fir r=R, £=0.
(39)

Diese Randbedingung ergibt unter Beachtung von
Gl (35)

2h 2hb

ﬁ_[b—aeR(l—aw u— 2% =0 (§=0),
(40)

woraus fiir £ =0 noch

b h

u(0) =5 — o5 (1—2ab) (41)
b2 R hb(1+ab)
+ l/*‘;* + 52_627{,2 (]. —ab)2+ — Q—Rii

folgt. Das Wurzelvorzeichen wurde so gewahlt, daf3
Gl. (41) fiir h/o R— 0 in erster h-Ordnung

w0 ~b(1+ 2)72b (=00 (42)

h—0
ergibt. Fiir |E|<E} folgt aus den Ungleichungen
0<4ab<1 mit Hilfe von Gl. (37), dal u;>b ist.

Folglich sinkt im Fall h=0 u vom zu r=0
(§= — ) gehorigen Wert u, monoton [du/dé=0
laut Gl. (35)] bis zum der Oberfliche (r=R, §=0)
entsprechenden Wert u=>5 (siehe Pfeilrichtung auf
Abb. 1). Ist h==0, so sinkt u von v, nur bis zum
von Gl. (41) gegebenen Wert u(0), der jedenfalls
den Wert uy=b/(1—ab) (>b) nie iiberschreitet:

b<u(0) <uy,. (43)

Dieses Verhalten der Funktion u (&) entspricht einem
Anwachsen der Strom- und Trigerdichte an der Zy-
linderachse, das durch die magnetischen Krifte ver-
ursacht wird.

Bevor wir die analytische Losung untersuchen,
wollen wir noch den Wert von u ermitteln, der dem
Radius r=r, entspricht, an dem der radiale Ge-
samtstrom der Ladungstrdgerpaare maximal ist. Da
die eckige Klammer aus Gl. (24) gerade den ge-
samten Teilchenstrom darstellt, erhalten wir den ge-
suchten Wert mit Hilfe von Gl. (28) aus der Be-

ziehung:

_:7[,2(15_5)] ‘r=r =0, oder du/dé=b-u.
(44)
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Aus Gl. (35) folgt dann fir u gerade der vorhin
eingefithrte Wert u,:

b o —
l_ab=u0.

| r=r, o
Es ist auch leicht, die Ungleichung u;>u, zu de-
monstrieren. Der radiale Gesamtstrom wdichst also
von einem zu h proportionalen Oberflichenwert bis
zu r=ry, wo er maximal ist, und sinkt dann wie-
der, um an der Zylinderachse zu verschwinden.
Um Gl. (35) zu integrieren, schreiben wir:
audy uy du uy;  du
df= T (u) Uy—Uy U—Uy
mit T'(z) = —a(u—1u,) (u—u,). Wir erhalten:
rz
Die Integrationskonstante M folgt aus der Bedin-
gung (41)- wonach an der Oberfliche u=u(0) ist,
und es ergibt sich:

o uw—wy |wReTu) |
R~ | u(0) —uy |

(45)

» (46)

Uy —Uy U—1Uy

=.l u—uy I“n/(“x_"x) -I u—Uy I_“x/(”z-“n) .

(47)

U—1u,

: — (=)
| u(0) —uy | :

(48)
Um graphisch die direkte Abhingigkeit u(r) dar-
zustellen, gibt man u verschiedene im Intervall
[u(0), u] begriffene Werte und errechnet aus Gl.
(48) die zugehorigen r-Werte.
Aus Gl. (26) ist weiter die Konzentration der
Ladungstrigerpaare berechenbar:
d
T
Mit Hilfe von Gl. (35) vereinfacht sich das zu:

ve u—b (50)

4dme* au °

Fir u=u, folgt der Achsenwert und fiir das aus
Gl. (41) bestimmte u(0) folgt der Oberflachenwert

von n. Die Temperatur erhdlt man aus Gl. (30):
R

e Jru(r) dr,

c
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T(r)=T(R) + (51)

wobei T(R) als vorgegeben betrachtet ist. Das
Magnetfeld ist
B,=Eru.

Alle physikalisch interessanten Grofen sind somit
durch das in Gl. (48) implizit definierte u ausge-
driickt.



